Chapter 1

Funkce vice promennych -
uvod

Priklad 1.1. Urcete a nakreslete definicni obor, obor hodnot a vrstevnice nasle-
dugicich funkci. Pro c € Ry definujeme vrstevnici funkce f odpovidajici hodnote c
nasledovne:

M. = {[z,y] € R*; f(z,y) = c} = f'({c})-
(¢) f(z,y) =z +/y:

Dy = {[z,y] € R* y >0},
R =R,
MC:{[xay]ERQ; y:<C—$)2/\ch}7 CERf.

(b) fz,y):=%:

Dy = {[z,y] € R* z # 0},
R; =R,
M. = {[z,y] € R?; y = cx}, ¢ € Ry.
(c) f(z,y) = +y*:
Dy =R?,
Ry =< 0, +00),
M. = S(0,/¢c), kruznice o stredu o a polomeru \/c, ¢ € Ry.
(d) f(z,y) = x? — y2:
Dy =R?
R; =R,
M. : hyperboly, c € Ry.
(e) flz,y) = /TY:
Dy = {[z,y] € R* ay > 0},
Ry =<0, +00),
M. = {[x,y]eRQ; y:C}, c> 0,

Mo = {[z,y] € R* 2y =0}, 0sy = ay.



(f) f(z,y) = /1 — 2% —y2:

Dy = B(o,1),
Ry =<0,1>,
M, = S(0,V/1— c?), kruznice o stredu o a polomeru \/1 —¢2, ¢ € Ry.

(9) f(z,y) = \/ﬁ

Df = (3(07 1))0’
Rf = (0,+OO),
M.=S5 (o, Ve 24 1) , kruznice o stredu o a polomeru \/c¢=2+1, ¢ € Ry.

(h) f(@,y) = /(2? + 9> = 1)(4 — 2% —32):

(i) f(z,y) = /1 — (22 +y)2:

Dy ={[z,y) eR* —1-2? <y<1-27}
Ry =<0,1>,

MCZ{[ac,y]eRQ; Y=+ 1—02—302}, c € Ry.

() f(z,y) == /sin(z? +y?):

Dy = G (B (o, (2n + 1)77) \ B (o, \/2n7r)) ,
n=0
Rf =<0,1>,

M. = [j (S (o7 \/m) us (o, V(@2n+ ) — arcsin(02)>) , ¢ € Ry.
n=0

(k) f(x,y) == sign(sin(z) sin(y))-
Dy =R?
Rf = {_17 Oa 1})
M, : sachovnice, c € Ry.

() f(2,y) = |z +y:
Dy =R

Ry =R,
M, ={[z,y] eR% y=c—|z|}, c€ Ry.



cos(zy)

Priklad 1.2. Naleznete definicni obor a rozhodnete o spojitosti funkce

Poznamka 1.3. Funkce f(x,y) := pe(z,y) : R?* — R je spojita.

Proof. Z definice metriky plyne, ze

pe([a:anO]’ [wlaylb = max{pe(aco,:l:l), pe(y07y1)}'

Pak dvojim pouzitim trojuhelnikove nerovnosti obdrzime

|f(x0,Yo) — f(®1,91)] = [pe(T0,Y0) — pe(T1,Y1)]
< Jpe(®o, Yg) — pe(o, y1)| + |pe(x0, Y1) — pe(®1, Y1)
S pe(y()vyl) + pe(wOaxl) S 2pe([m07y0]a [mlayl])a

z cehoz plyne, ze f je spojita.

O

Priklad 1.4. Necht n € N a funkce f,g : R® — R jsou spojite v bode a € R. Pak
funkce F(x) := max{f(x),g(x)} je rovnez spojita v bode a.

Proof. Bud € > 0 libovolne, hledame ¢ > 0 takove, ze |F'(z) — F(a)| < € pro vsechna
x € B(a,d). Pokud f(a) > g(a), tak nalezneme (ze spojitosti f a g) do, 1,02 > 0,
ze
Vo € B(a,do) : |f(x) — f(a)|] <&,

fla) + g(a)

2 )
fla) +9(a)

5 .
Polozime 6 := min{do, 41,02} a jsme hotovi. Pripad f(a) < g(a) se dokaze obdobne.
Pokud f(a) = g(a), tak nalezneme (ze spojitosti f a g) dg,d1 > 0, ze

Vo € B(a,d1) : f(x) >

Va € B(a,d2) : g(x) <

Va € B(a,do) : |f(z) — fla)| <e,
Vz € B(a,d1) : |g(z) — g(a)] < e.

Polozime § := min{dg, d1 } a jsme hotovi.
O

Priklad 1.5. S pouzitim V11 (a take V2, V5) rozhodnete, zda nasledugici mnoziny
jsou otevrene, ci uzavrene.

(a) M = {[z,y,z] € R 22+ sin(xyz3) > cos(y?)}: otevrena,

(b) M :={[z,y,2] € R? 2% + arctan(ze?z3) < sin(y?)}: uzavrena,

(¢) M :={[z,y,2] € R3; 22 + cos(a?yz®) = 5+ e¥ }: uzavrena,

(d) M :={[z,y,2] € R3; 22 > sin(zy?) A (y? < cos(z) Vz < y)}: otevrena.

Poznamka 1.6. Mnozina

M = {[a:,y,z] € R3; sin (mez2y) > cos (arctan(z)y?)

1
A (EIk:EN: |x2—|—xy223| € <k,k—|—k>) }

je otevrena.



Proof. Polozime

A { T, 2 ; sin (zez2y> > cos (arctan(z)y®) },
B:{xy, ]eR% JkeN: ]x2+xy2z3]e<k:,k+li>},
By, :{xy, ER?’ x2+xy223’€<k,k+11€> }7 keN,
B} :{xy, % |2 +:ry2z3]—k>0}, k€N,

) - 1
Bi :{[x,y,z} e R3; |x2 +xyzz‘3| —k— % < 0}, ke N.

Pak dle (V11) jsou mnoziny Bj a B} otevrene a tedy dle (V2) jsou otevrene i
mnoziny By = B} N BZ. Z (V2) a B = |J;—, By, plyne, ze mnozina B je rovnez
otevrena. Otevrenost mnoziny M plyne opet z (V2) a M = AN B.

O

1.0.1 limity funkci vice promennych

Postup reseni limp,, 1 z0,y0] f (2, ¥):

Nejprve se rozhodneme, zda budeme zkouset dokazovat existenci ci neexistenci.
V pripade, ze nam jedno nepujde, tak muzeme zkusit dokazovat to druhe.

Jeden z moznych zpusobu jak se pokusit dokazat neexistenci: Nalezneme spojite
proste krivky (vetsinou primky) ¢ a ¢ takove, ze ¢;(0) = [zq, yo] a lims—o f(H1(t)) #
limy_q f(¢2(t)). Pokud by limita existovala, tak z vety o limite slozene funkce plyne,
ze limy o f(¢i(t)) = limpy ) [20.40] F (2, Y)-

Pokud dokazujeme existenci, tak je dobre nejprve nalezt vhodneho kandidata
na limitu (napr. spocitat limitu po nejake krivce viz. predchozi odstavec). Pokud
jiz takoveho kandidata mam (predpokladejme, ze je vlastni), pak jeden ze zpusobu
jak dokazat, ze limp, 420,50 f(7,4) = A € R je nalezeni vhodne funkce g(x,y)
takove, ze | f(z,y) — A| < g(x,y) na prstencovem okoli [xg, yo| a pro kterou vime, ze
limip, g1 (20,y0] 9(,¥) = 0 (napriklad je spojita v bode [zo,yo0] a g(w0,%0) = 0). V
pripade nevlastnich limit (napr. +o0) lze postupovat obdobne. Hledame “jednodu-
chou” funkci g, ze f(x,y) > g(,y) na prstencovem okoli [2o,yo] a lim{z y)—[z.yo]
g(x,y) = +00. Pro nalezeni vhodneho odhadu (funkci g) lze mnohdy vyuzit moc-
nine nerovnosti (napr. AG nerovnost).

Priklad 1.7. Rozhodnete, zda existuji nasledugici limity a pokud ano, tak je spoctete.
(i) limp, y1-10,0] % Ne: z=0,y=0.
(i1) Yimyg 0,0 g7z Ne: 2 =0,y =a.

(4i3) Timpg 41 -00,0] $2+y Ano 0: 22 +y2 > 2z2y.

(iv) limpg 1-10,0] w4+y Ne: Nepomohou primky, je treba pouzit x =0, y = x>

(v) impg 10,0 (z + y)? sin (W) Ano 0: Nulova krat omezena.



(Ui) lim[x,y]q[ovo] M Ano 0:

sin(y/z2+y?)
_|_ 2
ooy =D e Lt el + ] £ 0, [29] # [0,0],
sin (Ll\gyl)
(1) =" (&,9) 2] + ]
@t:ziz ag\r,y), lim $+y:07
sin (%) [z,5]—[0,0]
lim p(t) =0.



